Vektorové prostory se skalarnim soudinem — vektory kolmé, pokud (x|y)=0
ortonormalni baze - <ul|u j> =1 kdyz i=j; =0 kdyz i#j

pak ¥V u € V plati u=i<u|ui>ui
i=1

m

projekce do vektorového prostoru W P, (u)= <u

i=1

vi>vi; V' v plati <u_PW(”)|Vi>:O

Gram-Schmidtova ortonormalizace: z libovolné baze {xi, x,, ..., x,} spocte ortonormalni bazi {y, y, ..., y}
i—1

proi=1,2, ..., n: vi:x[—z <xi
j=
Diisledek: Je-1i W podprostor VP V kone¢né dimenze, pak lze kazdou ortonormalni bazi W rozsifit na OnB V
Dk: Steinitzova véta o vymeén¢; ortonormalizace
Necht W je ,mpzina vektorti VP ¥, Pak ortogonalni doplnék W je mnozina W={x € V| VveE W xLv}
Tvrzeni: Necht' ¥ je podprostor VP V konecné dimenze, potom plati
W je podprostor Dk: Ukazat uzavienost na sCitdni a nasobeni
Dim(%+Dim(W)=Dim(V) Dk: Baze W {xi, ..., xu}, bdze V{xi, ..., X, Vi+1, ..., Yu}, dokdzat < >
WA W={0} Dk: Pro spor existuje... linedrni kombinace, ale maji byt kolmé...
(WHy=w Dk: Oboje navzajem kolmé s W soudet dimenzi...
Ctvercova matice 4 je ortogonalni, pokud plati A4™=I A" je ortogonalni <=> A4"'=4"

> Vi Vi= h Dk: indukce — odectena projekce > kolmé...
j

Mnozina vSech permutaci na {1, 2, ..., n} s,

Inverze permutace p — (7, j) — i<j a p(z)>p(/) (~ dvojice ktizicich se Sipek)
Mnozina vSech inverzi permutace p I(p)

Znaménko permutace — sgn(p)=(-1)"®

Tvrzeni: Pro kazdé p, g € s, plati sgn( p°q )=sgn(p) sgn(q) Dk: 77?

n

A je ¢tvercova matice nxn nad télesem 7, pak determinant matice 4 je ¢islo det(4)= z sgn ( p)H a;, €T

pes, =1
Tvrzeni: det(A4)=det(4") Dk: sgn(p)=sgn(p™); rozpis...
Tvrzeni: Pferovnani sloupcti matice podle permutace ¢ ovlivni pouze znaménko a to pouze, je-li sgn(g)=-1
Dk: det(4")=Ysgn(p)[ 1a: ¢-1p0=2sgn(q)sgn(g Hsgn(®)[ @ g-1p0=sgn(g@)2sgn(g™ © p)[1aiq1pm=sgn(g)detd
Diisledek: Plati i pro fadky (transpozice); prohozeni dvou fadku => zména znaménka; 2 fadky stejné => det=0

Lemma o rozvoji: Pro V fadek i matice 4 plati det (4 Zav 1)/ det (4 A;) - A=A bez i tadku, j sloupce

Dk: rozepsat prispévky...
Tvrzeni: Vynasobeni fadku nenulovym skalarem ¢ zvétsi det ¢-krat, pricteni fadku ho nezméni Dk: ...
Tvrzeni: Matice je regularni <=> det(4)#0 Dk: Det(I)=Det(Ei)Det(4) ...
Tvrzeni: det(4AB)=det(A4)det(B) Dk: A=[]E: ... det(4B)=det(E:B)=det(E;)det(B)=det(A4)det(B)
Tvrzeni: det(A4)=det(4"); det(4")=1/det(A) Dk: sgn(p)=sgn(p™), rozpis...; det(44")=det(4)det(4")=det(I)=1
Véta o inverzni matici: 4 je regularni nxn nad Tpotom (4 '),=det ' (A4)-(—1)"/-det(4 )

) na diagon. detd, jinde 0

g

Dk: Ozna¢me B=(—1)"-det(4,); (4B)= ZAU P ZA 1)"*/-det(4,,

Cramerovo pravidlo: 4 regularni matice, pak soustava Ax=b ma '1 feSeni s x=det(4—.,)/det(A)
Dk: x=A4"'b=adj4b/det(4); x~=[adj4]+b/det(4A)=> [adjd]bi/det(A)=...
A regularni matice; A; fadkové vektory - rovnobéznostén; objemA=|det(A)| Dk: Ortogonalizace neméni det...

VP Vnad T, f:V—V, pak A € je vlastni ¢islo zobrazeni f, pravé kdyz existuje nenulovy vektor x € V tz. f{x)=\x,

Vlastni vektor ptislusny vlastnimu &islu A je kazdy v € V, v#£0, splitujici f{v)=Av

Véta: Necht fje lin. zobr., A, ..., A« jsou navzdjem riuznd vl. €. a xy, ..., x, odpovidajici vl. v., pak x; jsou LN
Dk: indukci &=1; k-1 => k sporem; airut=aiu=0=f aiu;)=alu; => (M-M)aiu; — Spor

Ctvercové matice 4 a A' se nazyvaji podobné, pokud 3 regularni matice R t7. A=R'A'R

Véta: Jsou-li 4 a A' podobné, A je vl. €. matice 4 a x piisluSny vl. v., pak A je vl. €. 4' a y=Rx je pfislusny vl. v.
Dk: A'y=A'"Rx=(RAR")Rx=RAx=RA\x=\ARx=\y

Matice je diagonalizovatelnd, pokud je podobné néjaké diagonélni matici

Véta: Matice 4 € 7™ ma n riznych vl. ¢. => matice je diagonalizovatelna
Dk: V R dadme za sloupce jednotlivé vl. v.; AR=RD




Véta: Matice je diagonalizovatelna <=>4 mé n LN vl. v. Dk: <= Au=hu; R=[u;] => D= na diagonale A,
=> D na diagonale A; AR=RD; AR«=MR+ — R+« V1. v., R regularni => sloupce LN
R neni uréena jednoznacné => 4 miiZe byt podobna vice D; reguldrni nemusi byt diagonalizovatelnd a naopak
Pozorovani: A matice lin. zobr. £ vic¢i bazi B a A' matice f viici bazi B', pak 4 a A" jsou podobné.
Pozorovani: A vl. ¢. matice 4 a u odpovidajici vl. v., potom A* je vl. & matice 4* a u odpovidajici vl. v.; je-li
navic 4 diagonalizovateln4, je diagonalizovatelna i 4" a plati A*=R'D'R
Dk: Au=A"" Au=A"\u= A" u=Nu ; A*=(S'DS)(S'DS)...(S'DS)=S"'D'S
Necht 4 je ¢tvercova matice nad télesem 7, pak charakteristicky mnohoclen matice 4 je p.(¢)=det(A4-tI)
Véta: A je vl. €. matice 4 <=> A je kotenem p,(?)
Dk: A je vl. ¢. <=> I x#0: Ax= hx <=> (4- M)x=0 <=> 4- Al je singularni <=> det(4- A)=0 <=> p,( L)=0
Tvrzeni: Podobné matice maji stejné charakteristické mnohocleny
Dk: p(f)=det(4-t)=det(RA'R'-RAR " y=det[R(4A'-1)R"y=det(R)det(A'-tT)det(R ") =det(A'-t1)=p.(¢)
Tvrzeni: Pro libovolné ¢tvercové matice 4 a B stejné velikosti n maji AB a BA stejna vlastni Cisla
Dk: 4 nebo B regularni AB=ABAA™ => AB a BA si jsou podobné 14B =>...
(AB 0),(1 A):(AB ABA):(I A) (0 0 ) AB—t1 0 ’ (0 |yl
B 0/\0 I B BA 0 1/\B B4 B -t |B BA-t11
Zakladni véta algebry: Kazdy mnohoclen stupné alespon 1 nad € ma alespon 1 kofen
Diisledek: Kazdy mnhoclen stupné n>1 nad € lze rozlozit na soucin n linearnich ¢initelii — monomy
Zapis pii eliminaci ndsobnych initeld p.(£)=(-1)"(z-A;)", r; je algebraicka nasobnost kotene A,
Pozorovani: Lze-1i matici 4 diagonalizovat, pak r; znaci # vyzkyti A; na diagonéle D Dk: AR=RD ...
Pozorovani: det(A)=[]\"; Y ai=> hr: Dk: p(f) — polozme 1=0; koeficient pfi 7'
Tvrzeni: Matice 4 eC"" je diagonalizovatelnd <=> ke kazdému v1. ¢. A 3 r; LN vl. v. (= dim(ker(4-A1))=r;)
Dk: => D-MI na diagondle 7, nul; <= Rz vl. v. ... 0

J A, 10
Véta: 4 eC™" => I matice J podobna matici 4, kde J ma tvar | ' kde J = ' ) ec" "
0 J, 0 A

i

Jordanlv normdlni tvar; Jordanovy bunky; A; nemusi byt riznd — geometrickd nadsobnost A

Pro komplexni matici 4 je A" hermitovsk4 transpozice matice 4, pokud (4"),= (4) ; (AB)"=B"A"

Komplexni matice se nazyva hermitovska, pokud 4=A4".

Ctvercova matice se nazyva unitarni, pokud 4"4=1

Pozorovani: Pro hermitovskou matici 4 plati ¥V x eC” : x"4x €R Dk: (x"Ax) =x"A"(x"H= xHAx => ...

Pozorovani: V1. v. piislu¢né riznym vl. &. hermitovské matice jsou na sebe kolmé Dk: Mix"y=(4x)"y= Ax'ly

Véta: Kazda hermitovska matice 4 ma vSechna vl. ¢. €IR anavic 3 unitarni matice R tz. R"AR je diagonalni
Dk: x"Ax= x"w=Ax"x ... ; indukci dle n, n=1 zfejmé, I vl. & a k nému vl. v.,, BUNO ||vl. v.|]=1,

doplnime Steintzem+ Gram-Schmidtem na bazi a P,=(x;) — unitarni; (P,"4,P,)"= P,"4,P,= P,"(Ax;)
1. pole A, zbytek prvniho fadku a sloupce 0, zbytek 4, — indukei existuje R, a D,.1i; R,1"4,.1R,1=D,.,

1 0 0 1 0 A, 0
.t, r. R,;HAan: PnHAnPn =
0 Rn_l)“mam" 0 R, (0 R) 0 R i4,R,.,

Disledek: V symetricka matice 4 €R"" ma n realnych vl. &. a 3 ortogonalni matice R tZ. R 1AR je diagonalni
Bud V' VP se skal. soud., pak lin. zobr. f:V—V se nazyva ortogonalni, pokud V u, v € V: (ulv < \ S (v >
Tvrzeni: Pro lib. ortonormalni bazi X a lib. dva vektory u, v € V- (ulv)=[v[}[u]y
:<Z ‘Xixi‘z B, xj>:Z z aiﬁ_j<xi|xj>:<f<u>‘f<v)>zz ;B
Tvrzeni: Jsou-lid, BeC"”" aplati V x,y eC" : x"4y=x"By, pak A=B Dk: zax, y volme e, ¢
Véta: Lin. zobr. f:V—V, kde V je kone¢né dimenzionalni VP se skaldrnim sou¢inem, je ortogonalni <=> matice
fvici lib. ortonormalni bazi X={x;} je unitarni
Dk: (ulv | =[v ]y [ul, =v ([ T 1)l =L )L ()]
e tluly=[v Il =lulv)=(f () £ ) =L R ) L= (0 Te Lo U Ll Le =0 e (L B L o) [

Lin. zobr. f:V—V, kde V je VP se skalarnim soucinem,f se nazyva izometrie, pokud zachovéava vzdalenosti

Rn :PH(

Pozorovani: Kazdé ortogondlni lin. zobr. je izometrie Dk: ||v||=\/ <v|v>
Lemma: Ma-li matice 4 eR"”" V vl. & €R, pak 3 ortogonalni matice T'tz. T'AT je horni trojihelnikova
A 1 0
Dk: indukci dle n; 3 vL.v.,v1.&., S=(v, w), S'4S= O . ; T=S 0T .




Symetricka realna matice se nazyva pozitivné definitni, pokud pro V nenulova x € R" plati x"4Ax>0
.. pozitivné semidefinitni, ... >0

Véta: Pro ctvercovou matici 4 jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni I. 4 je pozitivné definitni
I1. VSechna vl. €. 4 jsou kladna Dk: I=>11 vl €. A, v1. v. x: 0<x"Ax=x"M=hx"x; xx>0=> A>0
I1I. a) 3 regularni matice Utz. U'U=4  Dk: 4 symetrickda => 3 R,D: A=R° \DR; D=NDVD; U=\D R

b) 3 pozitvné definitni matice U U'=4 Dk: U'=R™D R — m4 vechna vl. &. kladna

Dk: [II=>1I Pro nenulova x € R" x"Ax=(x"U")Ux ...

Véta: Symetrickd matice 4 je pozitivné definitni, pravé kdyz det(4,)>0 pro k=1,...n; 4, — leva horni podmatice
Dk: x=(xs, 0, ..., 0); x"Ax

Pozorovani: Pro pozitivné definitni matici 4 definuje <x | y> =x"Ay skalarni sou¢. na IR” Dk: ovéfit axiomy

Pozorovani: YV skalarni soud. na R" lze vyjadiit jako <x | y> =x"Ay, kde A4 je vhodna pozitivné definitni matice
T

C . x ag| . o o, ~ ) P o,
Véta: Symetrickd readlna matice A= ZIT je pozitivné definitni <=> >0\ 4— d je pozitivné definitni
a

Dk: => vezmu vektor e;; x=(- % Ta/a, ¥ ); 0<x"Ax= % T( 4 -aa"/o)) ¥ +(Nove1+x"a/No>= vEtsi 0+0?2
<=x= % "alax=(x1, %); x"Ax=o0x+x; X Tatxia" X +x" A% =% (4 -aa"/o) ¥ (oo +x"aNo)>0

Pozorovani: Je-li 4 pozitivné definitni, potom V' x;>0 Dk: Pricitani nasobku fadku neméni determinant...
Choleského rozklad pro pozitivné definitni symetrické matice A=LDL"; L dolni A; A do odstupiiovaného

tvaru pouze odc¢itanim nasobki pfedchozich radku; i-ty fadek se vydé€li prisluSnym prvkem z diagonaly

> LDH, 26 H:LTI Clz]z(Lz], 1, 0, ceey O)D(l, 0, ceey O)ZDan] , Cllzz(l, 0, ceey O)D(le, 1, 0, ceey 0):D11H]2
Véta: Matice je pozitivné definitni <> 3 horni A matice Utz. A=U'U  Dk: = U=L\D; < x"Ax=x"U"Ux>0
E={x eR" |x"Ax<1} je elipsoid v IR", A je pozitivné definitni; pro ortogondlni R ={x eR" [x"R"DRx<1}=

={Ryp"Dy<1}={R"'ND'zz"z<1}; osy elipsoidu E jsou obrazy pivodich os (4=D), tedy R"e;—vl. v. 4

Kvadraticka forma na IR" je kazda funkce tvaru g: R" — IR tvaru g(x)= z Z apxx;, kde a; €ER

i=1 j=i

Matice kvadratické formy je matice B tz. B;= a; kdyzZ i=j, a;/2 kdyz i<j, a;/2 kdyz i>j g(x)=x"Bx; symetricka
Bilinedrni forma na Vje £ VXV—T tz. flou,v)=af(u,v); u,ov)=af{u,v); futv,w)=fu,w)+Av,w); Auytw)=R[u,v)+...
Zobrazeni g: R" — IR se nazyva kvadraticka forma na V, pokud 3 bilinearni forma f: VXV—T tz. g(u)=f(u,u)
Necht' V'je VP nad T a X=v; n¢jaka jeho baze, pak matice B, kvadr. formy g:¥V—T pro bazi X je definovana

B~ [g(vv)-g(v)-gv)V2=TAvi, v) 4/, v))/2 ; znacime [gl
Kvadraticka forma g je pozitivné definitni, pokud plati g(x)>0 ¥ x € ¥, x£0
Pozorovani: Pro VP V's bazi X=v; a vektor u € V a kvadratickou formu g plati g(u)=[u]x"[g]u]x

Dk: g(u)=fu,u)=f2 0uvi 2 ov)=2 > 0u0y flvi,vy) =23 aiouflvi,v) = 0oy [f(vi,v) (v, vi) I12=23 aio([gx)i=. .
Lemma: Necht' g:V—V je kv. f. a [g]x jeji matice viici bazi X. Pak [g]y=[id]vv'[g]]id]yx je jeji matice vii¢i bazi ¥

Dk: Plati [u]=[id]m{uly; g)=[ulx'[gldul=[uly' [id]v [gldid]mduly=[uly'Bluly; diagondla B = [g]y ...
Silvestriv zakon setrvac¢nosti kvadratickych forem: Pro kazdou kvadratickou formu 3 baze X, vuci niz ma

g D anavic jsou prvky na diagonale pouze 1,0,-1; pocet jednotlivych prvkl nezavisi na volbé X

Dk: 1) 3 ortogonélni matice T tz. T[glxT'=D=UD,T"; D=U"T[g]|xT"(U")"

Béaze je podmnozina BE< {1, 2, ..., n} takova, ze matice 45 je regularni

Piipustnd béaze je takova baze, Ze A,xs=b ma nezaporné feseni

Bazické feSeni x €R" takové, Ze x , pro ktery 3 baze B takova, ze Apxs=b Ax=0 ¥V j € B
Bazické ptipustné feSeni je bazické feseni, které je ptipustné

Lemma: Pﬁpustné feéeni je bazické <=> sloupce A odpovidajici kladnym proménnym jsou LN

Lemma: Pro kazdou m- prvkovou B, pro kterou je Ap regularm 3 max. 1 pfipustné bazické feseni
Dk: Ax=b=ApxgtAnxx=Apxs ; xv=(0, ..., 0); Ag reguldrni => x; uréeno jednoznacné/ néco mozno zaporné
Pozorovani: Je-li ucelova fce na mnoziné ptipustnych feSeni omezena, pak V' pripustna feSeni x, 3 bazické
feSeni x' tz. ¢'x">c'x,
Dualita LP — max c'x, Ax<b, x>0 <=>min y'b, y'A>c", y>0
Slaba véta o dualité: plati: ¢'x<y"h
Silna véta o dualité: Maji-li (P) i (D) alespoii jedno feSeni, maji i feSeni optimalni a plati ¢'x=y'b
Simplexovy algoritmus: Rovnicovy tvar ulohy: max c"x: Ax=b, x>0, A mxn, rank(4)=m




