Pisemka — 4 rizné ptiklady — téz8i nez zapoctové; vymyslete variantu algoritmu, dokaZzte vlastnost, datové str.
1 ustni otazka — dokaZzte/ ukazte

Asymptoticka notace

Casova (pocet krokti idedlniho stroje), prostorova sloZitost (obvykle podet bitil); zavisi na velikosti vstupnich dat

Odstranéni zavislosti na konkrétnich datech — v nejhor$im, v primérném, v nejlep$im piipadé

Asymptoticka slozitost — chovani algoritmu na velkych datech; zanedbava multiplikativna a aditivni konst.
Q(N<O()=0()

Amortizovana slozitost — nepocitame dobu jedné operace, ale primérnou dobu operace

Binarni vyhledavaci stromy
Vrcholy obsahuji kli¢, pravého nasledika a levého néslednika, rodice; kli¢(/)<kli¢(v)<kli¢(p)
Operace: najit; minimum; maximum; otec; syn; vlozit; odstranit; tmérné vysce stromu;

Cerveno-&erné stromy

Kazdy vrchol Cerveny/ ¢erny; kazdy list cerny; cerveny vrchol ma oba potomky ¢erné; z kazdého vrcholu vede
do vSech jeho podiizenych listh cesta pies stejny pocet cernych vrcholi

Vyska maximalné 2 log(n+1)

AVL stromy
Pro kazdy uzel plati |h(/)-h(r)|<1
Vyska stromu je O(logn)

B-stromy

Kli¢e v neklesajici posloupnosti; ma-li vrchol 7 kli¢h, mé n+1 pointer; klice ve vrcholech rozdé€luji intervaly v
podstromech; kazdy list ve stejné hloubce; pro £2 plati vrchol ma ¢ — 2¢ syni, jen koten 2 — 2¢

Varianty: ¢ — 2t kli¢l; vSechna data v listech; provdzané stromy — pointery na sousedy

HaSovani

Ptimo adresovatelné tabulky; pokud je velky rozptyl klict, je zbytecné mit tak velkou tabulku

Adresu budeme z kli¢e pocitat pomoci n¢jaké funkce, problém, pokud pro dva kli¢e vychézi stejnd hodnota
Faktor naplnéni — a=n/m pocet prvkl/ velikost tabulky; pevna cena operaci O(1)

Volba haSovaci funkce

Dobra hasovaci funkce spliiuje ptedpoklady uniformniho hasovani — rovhomérné rozhazeni do pole

Déleni — h(k)=k mod m; nevhodné pro m=x”, vhodné pro prvocisla vzdalena od mocnin 2

Nasobeni — a(k)=| m(kA mod 1) |; 4 je z (0,1), R\Q; m je mocnina dvojky

Univerzalni hasovani — univerzum fci, fci zvolime nahodné a nezavisle na vstupnich datech — randomizace
mnozina je univerzalni, pokud pro v§echna x#y ke pocet fci, pro které h(x)=h(y) je |F|/m
(# kolizi, kterych se ti€astni nahodn¢ vybrany konkrétni klic) < 1; dk: P(kolize xy) je 1/m, Y =(n-1)/m
konstrukce: zvolime prvocislo m; WV kli¢ rozdélime na r+1 &asti; x,<m; zvolme ay, ... a, € {0, ..., m-1}

h(x)= ax;) mod m; dk: zvolme x, y, pro konkrétni ¢; mimo j 3!1 feseni a(x;-y;) mod m =0 ...

ReSeni kolizi
Zietézenim — V tabulce nejsou ptimo prvky, ale pointery na spojové seznamy; vyhledavani primérné ®(1+a)
Oteviené adresovani - VSechny prvky v tabulce; pii kolizi poCitdme néhradni adresu 4:Ux{0...m-1}—{0...m-1}
Linearni — A(x,i)=[h(x)+i] mod m; vznikaji obsazené pasy (pravdépodobnost (i+1)/2); snadné delete
Kvadratické — h(x,i)=[h(x)+c i+c,i*] mod m; konstanty musi byt vhodné zvoleny, jen m posloupnosti
Dvojité h. — h(x,i)=[h:i(x)+i ha(x)] mod m; h, nesoud€lné s m; m=2°, h, liché nebo m prvocislo, h,<m
pii neuspésném hledani nejvice 1/(1-a) testovani !!! naucit se dikaz !!! str. 17

HaSovani do rostouci tabulky
Resi omezenou velikost tabulky a nedokonalé delete; periodicka reorganizace tabulky — dosahneme-li a=mez
amortizované se neprojevi




Haldy

Operace vytvorit, vlozit, minimum, odstranit minimum, snizit kli¢, odstranit, sjednotit

Binarni halda
Zcela zaplnény binarni strom, kde otec je vZzdy mensi nez oba jeho synové

Binomialni halda
Spojovy seznam binomickych stromd, které jsou haldové usporadany, riznych velikosti, uspotadanych dle radu
Binomicky strom B; — 2* vrchold, vyska &, v hloubce i ma & nad i vrchol@i; kofen ma syny zprava By, B, ..., Bii

Fibonacciho halda
Odstranit (minimum) ©®(logn), ostatni ®(1)

Grafové algoritmy
(Ne)orientovany; hranoveé ohodnoceny;

Reprezentace grafu
Seznam hran a separovanych vrcholll — pro tidké grafy

Matice sousednosti — n* pamét’; okamzité, zda je hrana + jeji cena
Matice incidence — mxn; dy=-1 — i je zacatek hrany e, 1 — i je konec hrany e;, 0 — jinak
Seznam néaslednikli

Prohledavani grafu

Do hloubky (DFS)— Pro kazdy v potadi na 0, vyberu v, z n¢j rekurzi jdu do synt, v kterych jsem jesté nebyl,
¢isluji, kdy jsem vkrocil a kdy jsem odeSel; Nemohu-li tdhnout, vyberu novy vrchol, kde jsem jesté nebyl
Klasifikace hran — stromova, zpétna, dopiedna, pfi¢na
Graf prichodii do hloubky — DFS-les

Do sitky (BFS) — Z vrcholu kde za¢indme dame do fronty vSechny vrcholy, kam z tohoto vede hrana...
Casova slozitost O(|V+E|)

Topologické uspotadani — Takové uspotadani vrchold, Ze pro vSechny hrany (v;, v)) plati i<j
G lze topologicky uspotadat <=> G je acyklicky <=> DFS nenajde zpétnou hranu
Siln€ souvislé graf — pro vSechna u, v existuje cesta z u do v a zarovenr z v do u
Silné€ souvisla komponenta — maximalni podgraf, ktery je siln€ souvisly
DFS vezmu ¢asy uzavieni v -> potadi, DFS na opa¢ny G (oto¢im orientaci hran), stromy ~ kom. souv.
! naucit se dikaz !!! str. 28

Problém nejkratsi cesty
D¢leni dle toho, zda je vychozi nebo cilovy vrchol pevny, zda mohou mit i zaporné ohodnoceni...

Dijkstriiv algoritmus
Hledani nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do ostatnich pro nezaporné ohodnoceni hran;

Mnozina vrcholi, jejichZ ohodnoceni je rovno minimalni cené, jak jsem schopen se k nému dostat;

v kazdém kroku vyberu z mnoziny ten s nejmensim ohodnocenim, vyfadim ho a ostatni prepocitam...
Slozitost — kazdy v odstranim jedenkrat, kazdou e jednou pouZiji pro piepocitani — pole O(n?), halda O(mlogn)
Zpétné vyhledani cesty — od ohodnoceni v odectu ohodnoceni e, kterd do néj vede, a pokud v naproti...

Dk: pro kazdy ptidany vrchol je cesta nejmensi...

Bellman-Fordiv algoritmus

Hledani nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do ostatnich pro realné ohodnoceni hran; test zapornych cykla

V kazdém kroku ptepocitdm vSechny v, pokud by se ohodnoceni zménilo i pfi | V]-tém kroku, je zaporny cyklus
Slozitost — pro kazdy vrchol ptepocitdm vSechny hrany O(|V] |E|)

Dk: indukci...




Floyd-Warshalliv algoritmus

Nalézt nejkratsi cestu z kazdého vrcholu do kazdého

Pro kazdy vrchol pfepocita, zda cesta z jednoho v do jiného neni kratsi ptes tento v, pamatuji si piedchtidce
Slozitost — pro kazdy vrchol prochazim celou matici O(n*); pamétova slozitost O(n?)

Algoritmy niasobeni matic
4 W o, k L 4 4 Y . 7~ .
Indukcei podle poctu hran na cesté; d;* minimalni cena cesty mezi i, j s nejvyse k hranami

Hodnoty v matici D®; D*V"DW$GD® misto * s¢itani, misto + minimum; nejsou-li zaporné cykly, stagi D"V
Slozitost — vyuzijeme-li asociativitu @ pak O(n’ log n)

Tranzitivni uzavér
Algoritmy lze aplikovat na tranzitivni uzavér grafu, pokud pouzijeme booleovské hodnoty & operace

Extremalni cesta v acyklickém grafu
Vytvorim topologické uspotadani...
Casova slozitost — topologické uspotadani O(| V| +|E])... > O (|V]+|E])

PERT-kritické cesty

Je dana mnozina uloh, n¢ékter na sob¢ zavisi, nejkratsi ¢as, kdy je mozné je dokoncit

Hrany grafu ~ tlohy, ohodnoceni ~ ¢as trvani, ndvaznosti ~ v; cesta ~ ulohy, které je tieba vykonat v poradi
Kriticka cesta ~ nejdelsi cesta v orientovaném acyklickém grafu — znegovani hran/ zména o na -0 a > na <

Minimalni kostra

Vstupem souvisly graf s redlnym hranovym ohodnocenim; vystupem kostra, kterd ma minimalni ohodnoceni
lehkd hrana — ze vSech hran na fezu ma nejmensi ohodnoceni

ez respektuje mnozinu hran pokud Zadné hrana z mnoziny nekiizi fez

bezpecna hrana — pokud je 4 podmnozinou minimalni kostry, pak i AUe je podmnozinou dané kostry

Pokud je hrana e lehké pro ez (S, V\S), tak je bezpecna pro A; dikaz sporem

Kruskaliiv algoritmus
Zetadim hrany podle ohodnoceni, postupné je vybiram a pokud piidani nevytvoii kruznici, piidam ji
Slozitost — tfidéni hran O(|E|log|E|), zpracovani hrany miize mit O(log|E|) (v ve stromové struktufe, pointery)

Jarnikiv-Primiiv algoritmus
Vezmu né¢jaky vrchol, pfepoc¢itim ohodnoceni vrcholti mimo, vyberu minimum...

Slozitost — binarni halda — postaveni haldy O(|V]), odstranit min. |V'|O(log|V]), snizeni klic¢t |[E|O(log|V])
fibonacciho halda — snizeni klice ma amortizovanou slozitost O(1) => celkové O(|E|+|V]|log|V])

reprezentace v poli — hledani postupnym prochazenim pole O(|V]%)

Metoda rozdél a panuj

Metoda pro navrh rekurzivnich programu; tilohu rzdélime do poduloh stejného typu ale mensich; feSeni spojime

Analyza slozitosti — T(n) = a T(n/c) + D(n) pro n>c; pro n<c je T(n)=0(1); T(n) je Cas trvani ulohy, D(n) ¢as
rozdé€leni na a poduloh velikosti n/c a opétovné slouceni

ZjednodusSeni - pro n<c je T(n)=0(1); zanedbavame celoCiselnost; feSeni pouze asymptoticky

Substitu¢ni metoda
Reseni uhddneme a dokazeme (vétSinou indukcei) Ze je to spravné ® i Q odhad; asym. konst. musi byt stejna!!!
Pi: Mergesort T(n)=2T(n/2)+O(n); T(n/2)>c(n/2)log(n/2), T(n)>2ci(n/2)log(n/2)+bn=c,nlogn+(b-c,)n>cnlogn...

Master theorem

a>1, c>1, d>0 realna a T IN—IN takova, Ze pro viechna n tvaru c* plati T(n)=aT(n/c)+O(n")
a<c®, tj. log.a<d, potom T(n)=0(n°)
a=c", 1j. log.a=d, potom T(n)=0(n"log.n)
a>c?, tj. x=log.a>d, potom T(n)=0(n")

Dk: !!! naucit se dikaz !!! str. 42



0<a<1, d>0 realnd a T: N—IN takova, Ze pro vechna n plati T(n)=Y T(an)+O(n%); a [ je feSenim Y a;=1
Ya<1, potom T(n)=0(n")
Y a=1, potom T(n)=0(n"log.n)
Y a1, potom T(n)=0(n")

Pi: Nasobeni dlouhych cisel 7(n)=4*T(n/2)+0(n)

M\ =(4,04,))®(B,®B,)) M,=(4,84,))0(B,®B,) M,=(4,04,)8(B,®B,)
M,=(4,©4,,)08,, M;=4,8(B,0B,) M=4,8(8,08,) M;=(4,04,)®B,,
c,=MeM,eM,oM, C,=M,oM, C,=M oM, C,=M,oM, oM ;6M,

Tridéni

Quicksort
V ideéalnim piipadé nlogn, v nejhosim n?, pfedpoklada pravdépodobnostni rozloZzeni => existuji $patné vstupy
Dk slozitosti v primérném pripad¢: !!! naucit se ditkaz !!! str. 46

Randomizovany Quicksort
Odstranuje problém mozné vétsi pravdépodobnosti vyskytu Spatnych posloupnosti; volba pivota ndhodné
slozitost je pramérem volby pivoti pii vSech dé€licich bodech... neexistuje Spatny vstup, jen volba pivota

Dolni odhad ti‘idéni zaloZeného na porovnavani

Musime rozlisit ! posloupnosti — rozhodovaci strom musi mit alespoii n! Listd => minimalni hloubka 2">n!
h>log n!=log n(n-1)...1=log [(n+1)/2](n/2)>(n/2)log(n/2) => Q(n log n)
=> Mergesort a Heapsort jsou optimalni tfidici algoritmy

Radixsort
Kli¢ rozdélime na d dili; tfidime do p pfihradek (od méné vyznamnych cifer), v nichz zachovame potadi vstupu
Slozitost O(dn+dp), d ptredpokladdme konstantni

Countingsort
Pti prvnim prichodu uloZime pocet vstupnich Cisel & rozmisténi vysledkd; v druhém ukladame na mista

Slozitost O(k+n) — pocet moznych klic¢i + pocet prvka



