Graf — uspofadand dvojice dvou mnozin (¥, E), kde V je neprazdna konecnd a E je podmnozina mnoziny
uspotradanych dvojic neuspofddanych dvojic z mnoziny V
Rovinny graf — graf, majici rovninné nakresleni (= konkrétni obrazek); graf Ize nakreslit do roviny bez kiizeni

Cesta — posloupnost (vo, {vo, Vi}, V1, {Vi, 2}, ..., V), pficemzZ zadny vrchol ani hrana se neopakuje
Tah — posloupnost (vo, {vo, i}, Vi, {Vi, W2}, ..., V), pficemz z4dnd hrana se neopakuje
Sled — posloupnost (vo, {vo, Vi}, Vi, {Vi, V2}, ..., Vu), pfiCemz vrcholy 1 hrany se mohou opakovat

Kruznice — cesta + hrana {v,, v}

Souvislost — mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta

Komponenta — souvisla podmnozina grafu

Vrcholove 2-souvisly graf — alesponi 3 vrcholy, po odebrani libovolného vrcholu je stale souvisly
Strom — souvisly bez kruznic

Kostra souvislého grafu G - strom, kde V(K)=V(G) a E(K) € E(G)

Minimalni kostra grafu — pro grafy s ohodnocenymi hranami — suma ohodnoceni

Barevnost — Nejmens$i pocet barev takovy, ze graf Ize timto poctem barev fadné obarvit
Vektorovy prostor nad IR — komutativita, asociativita (2x), distributivita (2x), nulovy, opacny, jednotkovy prvek
Linearni zavislost — nulovy vektor je linedrni kombinaci ostatnich

Dimenze — maximalni velikost baze

Béaze — maximalni linedrné nezavisla mnozina

Hodnost matice - dim(S(4))=dim( R (4))

[c]l.j:z a,b; ,A=mXn,B=nXp
k=1

Matice sousednosti A¢ — a;=1 kdyZ {v;, v;} je hranou, =0 jinak

G(V, E), K¢ je mnozina vSech kruznic grafu G
G(V,E), E' € E je Eulerovska mnozina hran, pokud G'(¥, E') ma vSechny stupné¢ sudé (souvislost nevyzadovana)
egrafue, e, ..., e, a YV mn. 4 S E prifadme charakteristicky vektor v,=(vi, ..., v»), vi=1 kdyz e; € 4, 0 jinak
C(G) mnozina vSech charakteristickych vektort grafu G
Elementarni kruznice grafu G vzhledem ke kostie K — kruznice vznikla pfiddnim hrany ke kostie
Véta o prostoru kruznic: 1. V G: C(G) je vektorovy prostor nad Z, dimenze |E|-|V|+k; k - #komponent

2. (V, E") lib. kostra grafu, potom elementarni kruznice grafu G vzhledem ke kostte (V, E") tvoti bazi C(G)

dk: 1. Ze to je VP dokazeme, Ze ukadZeme uzavienost na s¢itani, dimenzi dokdZeme s pomoci 2.
2. Jsou linearn¢ nezavisle; generuji — vezmeme ty kruznice, kde jsou, souctem kruznice...

Matice incidence — u grafu s n vrcholy a m hranami (I5)..=1 kdyz u € e, =0 jinak; I X I5'=As+deg na diagonale
Laplaceova matice — u grafu na n vrcholech (Lg)., = deg u kdyz u=v, =-1 kdyz {u, v} € E, =0 jinak; =deg-A4¢
Lg" — Laplaceova matice s vynechanym u-tym fadkem a u-tym sloupcem
Matice incidence orintovaného grafu - (Dg)..=1 kdyz u € e, =0 jinak; D¢ X D¢'=L¢

Lemma: G je libovoln4 orientace grafu G, pak DzX DET =Lg; Dk: rozebrat moZnosti...
— 1 = ) pw\
=> La®= DY x(DY|

Lemma: Bud’ G graf s n vrcholy a n-1 hranami, pak determinant matice vzniklé z Ds vynechanim fadku je z
{-1, 1} kdyz G strom, =0 jinak; Dk: =0 - lin. zav.; rozvoj dle fadku s v stupné 1, strom =>v 3, jen 1/-1
Pocet koster pomoci determinantu - YV u € V(G), V G: det L'=K(G) — polynomidlni sloZitost
Dk: det Ls"“=det ( D(a‘” x(D%‘))T )= det (D%') )w- det (U(D%‘))T - coz je 1*1 nebo -1*(-1) za kazdou kostru
Multigrat — Mezi dvojici vrcholli miize vést vice hran, hrana miize vést z vrcholu zpét do néj
# koster rekurzivné — K(G)=1 kdyz |Vj=1, =0 kdyZ G nesouvisly, K(G\e) kdyZ e smycka, jinak K(G\e)+K(G:e)
Dk: kazd4 hrana tam bud’ je, nebo neni...

Latinsky étverec — Matice L € A" ™ "; |4|=n, n riiznych hodnot; v kazdém fadku i sloupci permutace prvki
LC jsou ortogonalni, pokud V' a,b € A i, j: Li=a NL'=b
Véta: Necht' L,, L,, ..., L, jsou navzajem ortogonalni latinské ¢tverce fadu n => 1<n-1
Dk: Prvni fadek stejny — Ize BUNO -umét dk., v druhém tadku na prvnim misté jen n-1 moznosti ,co dat
Kone¢na projektivni rovina je mnozinovy systém — (X, ), X je mnozina, & systém podmnozin mnoziny X
P0)  Existuje &tyfprvkova mnozina C € X takova, ze |PNC|<2 pro V € o
P1)  Kazdé rizné mnoziny z ¢ se protinaji pravé v jednom bodé
P2)  Pro kazdé dva riizné body z X existuje pravé jedna mnozina z ¢ takova, ze oba body jsou v ni




Lemma: V KPR (X, ¢ ) 3 n (tad roviny):
Y PEgp : |Pl=nt+l Dk: zP0 3 vmimo V dvojici pfimek, kazdym v pfimka => musi mit stejné v
Vx€eX |{Px€PEp }=n+tl Dk: zP0 3 P, €p ktera s jim neprochazi => n+1 piimek na P1, P2
| X|=| o [=n*+n+1 Dk: Bod, z n¢j n+1 piimek s jesté n body; pfimka, kazdym bodem jesté n piimek

éta: I KPR(n) <=> I n-1 NOLC(n) Dk: => zfejmé z obrazku - ptimka, z 4y a 4, soufadnice, zbytek LC
<= podobné, ale opacna vystavba

éta: Pokud n=p*, kde p je prvocislo, pak 3 KPR(n) Dk: ptimka + z jednoho v soutadnice, P.,=(aj+b,))

<

<

Vytvotujici funkce — explicitni vyjadieni n-tého ¢lenu posloupnosti a;

Binomicks véta: V x,a,hb€R VY neN: (1+x)'= g + ’1“ PRI L P (a+b)":(g a’b"+..+|"a"p
n n
Obé verze ekvivalentni — x=b/a a vynasobime a” Dk: Rovno poctu n-tic vybranych z...
Mocnind fada — a¢tax+a.x’+..., kde ao, a1, a», ... €R
Véta: Necht' (ao, ai, az, ...) je posl. realnych &isel a Ik €R : |a,|<k” pro ¥V n>1, potom pro Y x € (-1/k, 1/k)
fada a(x)=) ax’ konverguje absolutné; a,=a"(0)/n! Bez diikazu

(r—k+1)
k!

(r—1
Zobecnéna binomicka véta: Pror €R, k €N, : (’];): ro{r=1) ; (1+x)" je VF posloupnosti (];)

Kruznice prochézejici vSemi vrcholy se nazyva hamiltonovska kruznice; graf s HK je hamiltonovsky graf
Tvrzeni: Rozhodnout, zda 3 HK je NP-uplné
Véta Diracova: V v € V(G), deg v>n/2 => G ma HK
Oreho: V u#v € V(G), deg utdeg v>n => G ma HK
Chvitalova: Y u#v € V(G), {u, v} &€ E(G): deg u+deg v>n => G ma HK
Chvatalav uzavér [G] grafu G konstruujeme: dokud 3 u#v € V(G), {u,v} € E(G) degutdegv>n — E:=EU{u,v}
Tvrzeni: Chvataliiv uz. je definovan jednoznacéné. Dk: sporem - 1. v kterém se 1i8i/ pravidla splnéna v obou
Véta: G je hamiltonovsky <=> [(G] je hamiltonovsky Dk: => ztejmé
<= o¢islujme vrcholy dle kruznice v G+uv, maji soucet stupiti alespoil n — existuji 2 v, Ze lze prepojit...
TSP — problém obchodniho cestujiciho — najit v ohodnoceném grafu hamiltonovskou kruZnici nejmensi vahy
deg u+deg v>n
Véta: TSP je NP-uplny Dk: Stejné t&€zké jako nalezeni HK — ohodnot'me e 1, nehrany 2, pokud n => 3
Véta: Pokud o splituje A-nerovnost, pak 3 2-aproximacni algoritmus (nalezené feseni bude max. dvojnasobné)
Dk: Najdu minimdlni kostru, uvdzim symetrickou orientaci a projdu jednim tahem, pak nahrazuji...
Véta: Graf viechny stupné sudé => V e € E(G) poéet HK prochazejicich jednou hranou je sudy
Dk: Ozna¢me vrcholy 1, 2, ..., n tak, Ze uvazovana e={v, v,}, lizatkové grafy, stupen

Ramseyova véta: V' k 3 n=n(k): G graf na n vrcholech => G obsahuje K} nebo nezavislou mnozinu k vrchold
Ramseyova véta: Y k, [ 3 n=n(k, [): G na n vrcholech => G obsahuje K; nebo nezavislou mnozinu / vrchola
Dk: indukci dle souctu k+/: k=I=1 zteymé, n(k, [)<n(k-1, I)+n(k, I-1); A s m spojen, s n ne, - jedno <n(_..)
Ramseyova véta — dvoubarevna verze: hrany K, obarveny ¢ervené¢/ modfe ~ jedno hrany, jedno nehrany
Ramseyova véta — vicebarevna verze: V' r, ki, k, ..., k. 3 n=n(k): K, obsahuje podgraf K;; cely v i-té barvé
Erdos-Szakerésova véta: YV & 3 n=n(k): n bod v obecné poloze => k z nich v konvexni poloze
Dk: n(3) — ztejmé; n(4)=5 — konv. obal nemize byt A — sporem — délime pfimkou prochazejici vnitinimi
k>5 kazdou ¢tvetici barvou dle obalu; 3 n: 3 &k bodi: kazda ¢tvefice ma stejnou barvu — 3 nelze...

Sit’ je (G, z, s, ¢) kde G=(V; E) je orientovany graf, z#s € Va c:E— R,

Tok v siti (G, z, s, ¢) je fce fFE— IRE takova, ze 1) V e € E: fle)<c(e); 2) Y u € Nz, s}: Yf{u, x}) =X f{x, u})
Velikost toku fje definovana jako o(f)=) f(zx)-> fxz)=) flxs)- fisx)

Rez je libovolna R S E takova, ze (¥, E\R) neobsahuje orientovanou cestu z z do s

Elementarni fez S(4, B), V=AUB A\ {}=4ANB,z € A,s € B Kazdy fez ma jako podmnoZinu elementarni ez
fIX. Y)=)flxy), x€EX,yEY

Pozorovani: YV A,z € A,s € A: o(f)=fA4, N\A)-AINA4, A) Dk: pro V' body z 4 kromé s (=w(f))je vtok=vytok
Diisledek: V tok f; YV fez R: o()<c(R)  Dk: o() =4, NA)-ANA4, A)<AA, NA)<c(S(4, \4))<c(R)

Véta: V sit: sup o(f)=inf ¢(R), ale fezil je jen koneéné...

Toky jako LP — max fzx))+f(zx,)+... -f(zx,)-f(Xr112)-... za podminky 0<A(xy)<c(x))

F CI1(0,c(e)) - omezena mnozina; ¢,: R 79— R ; o()=3 fux)-Y fixu) — spojitd => nabyva maxima




Cesta je nenasycend, pokud kazda doptedna hrana: f{e)<c(e); a kazda zpétna hrana: f{e)>0

Pozorovani: tok je maximalni <=> tok je nasyceny Dk: => zfejmé
<= A mnozZina v, kam vede nenasycena cesta, V e € S(4, \A): fle)=c(e), ¥V e € S(N4, A): fle)=0 ...
Véta: Pokud jsou kapacity celoCiselné, potom 3 celo¢iselny maximalni tok Dk: Algoritmus ji zachovava

f:=0; dokud existuje nenasycena cesta, ze z do s, nasytit ji f:=f+¢; odevzdat f  Dk: skon¢i, nasyceno

Hranovy tez v grafu (V. E) — libovolna F' S E takova, ze (¥, E\F) neni souvisly
Vrcholovy fez v grafu (V, E) — libovolna A € E takova, ze (V\4, EN(V\4 nad 2)) neni souvisly
Hranova souvislost — K.(G)=min{|F|:F < E(G) je hranovy fez}
Vrcholova souvislost — K,(G)=min{|4|:A & V(G) je vrcholovy fez}; K,=|V(G)|-1 pro K,
G je hranové k-souvisly, pokud K.(G)>k
G je (vrcholové) k-souvisly, pokud K.(G)>k
Pozorovani: K.(G)-1<K.(G-e)<K.(G) Dk: Zda je/ neni v min. Rezu, pozor, je-li jich vic
Tvrzeni: K(G)-1<K,(G-e)<K.(G) Dk: Uvazme fez G-e, rozpad na komponenty, pokud dv¢ a e je spojuje...
Véta: V G: K<K, Dk: Indukci dle #e — nesouvisly; KJ(G)<K.(G-e)+1<K(G-e)+1=K(G) — e z fezu
Ptidani ucha ke grafu = ptidani cesty mezi vrcholy u a v
Lemma o uSich: G je 2-souvisly <=> G lze dostat z kruznice postupnym ptidavanim usi Dk: <= zfejmé
=> indukci, bud’ jsou vrcholy vSechny — mtizeme piidat lib hranu/ z vrcholu 2 cesty — ucho
Véta — Ford, Fulkerson: Pro graf G, ¢t €IN plati K.(G)>t <=> mezi kazdou dvojici vrcholi ¢ e-disjunktnich cest
Dk: <= sporem; 3 mensi fez, ¢ hranov¢ disjunktnich cest, kazda cesta ho protne min. v jedné hrané - spor
=> Symetrickou orientaci, sit’, na fezu je maximalnim tok => musi byt alespon tolik cest... !!!
Mengerova véta: K(G)>k <=> Y u#v € V(G) 3 k vrcholové disjunktnich cest z u do v
Dk: <= sporem; 3 mensi fez, ¢ vrcholové disjunktnich cest, kazda cesta ho protne min. v jednom v - spor
=> Symetrickou orientaci, vrchol rozdélime na dva — vtok a vytok, hrana mezi c=1...

Mnozinovy systém nad X je M=(M,, i € I), kde M; € X

Systém riiznych reprezentanti je prosta funkce f:I—M takova, ze V i € I je f{i) € M,

Pozorovani: fje SRR pro M <=> {f(i),i € I} je parovani v /(M) velikosti |/|

Hallova véta: M ma SRR <=> VY J < [je |Um/>J] Dk: => ziejmé
<= Sestrojme sit’ — bipartitni graf + z +s; ... !!!

Véta: Necht’ G(AUB,E) je bipart. graf, kde E(G)#{} a ¥ x € 4, y € B degx>degy => 3 pérovani velikosti |4|
Dk: Ptes Hallovu vétu — ki=min. deg z A, k,=max. deg z B; ki|J|<k:|B(J)| = |J|<|B(J))

Lemma: Hranice libovolné stény libovolného nakresleni 2-souvislého grafu je tvofena kruznici
Dk: Napfi: z lemmatu o usich

Kuratovského véta: Graf je rovinny <=> neobsahuje d€leni K ani déleni K3 jako podgraf Dk: => zifejmé
<= ind$ ukce dle vrcholii: G nesouvisly — 1ze jednotlivé komponenty; K,=1 tam se nekiizi; K,=2 l1ze téz




